
บทที่ 2 
กรอบแนวคดิทางทฤษฎีและงานวิจัยท่ีเกี่ยวของ 

 
2.1 กรอบแนวคิดทางทฤษฎ ี
 
       2.1.1 ARIMA Model 
 แบบจําลอง Autoregressive Integrated Moving Average (ARIMA Model) ไดถูก
พัฒนาข้ึนมาโดยมีคุณสมบัติคือ   
 1. การจัดจําแนกชนิดและกระบวนการประมาณคาอยางมีประสิทธิภาพ 
 2. การครอบคลุมไปถึงผลลัพธท่ีไดรวบรวมเอาอนุกรมเวลาเชิงฤดูกาล 
 3. การขยายขอบเขตไปเพ่ือรวมเอากระบวนการหรือระบบไมนิ่งเขาไวดวย 
ขอมูลอนุกรมเวลาสวนใหญแลวจะมีลักษณะไมนิ่ง(nonstationary)  และลักษณะของ AR และ MA 
ของแบบจําลอง ARIMA จะหมายถึงขอมูลอนุกรมเวลาท่ีมีลักษณะน่ิง(stationary)   ในกรณีท่ีขอมูล
มีลักษณะน่ิง  แบบจําลอง ARIMA(p,d,q) จะมีรูปแบบเปน ARIMA(p,0,q)  ซ่ึงก็คือ ARMA นั่นคือ 
AR(p) และ MA(q)  สําหรับกรณีของ AR(1) และ MA(1) นั้นสามารถเขียนไดในรูป ARIMA(1,0,1) 
ซ่ึงเขียนเปนสมการไดดังนี ้
 

1t1t1ttt
eeYY −− −++′= θμ φ                                                

หรือ 
                                     

t1t1
L)e(1L)Y(1 θμ −+′=− φ         ;  โดย L คือ lag operator 
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สําหรับกรณีของ AR(1) และ MA(1) โดยท่ีขอมูลน้ันมีลักษณะไมน่ิงและถาทํา 1st – different   
ขอมูลท่ีไดจากผลตางมีลักษณะน่ิง  รูปแบบของ ARIMA(1,1,1) จึงสามารถเขียนเปนสมการไดดังน้ี 
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L)e(1L)YL)(1(1 θμ −+′=−− φ  

หรือ 
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       2.1.2 Long  Memory 
                 แมวาอนุกรมทางเศรษฐศาสตรโดยสวนใหญจะเปน nonstationary และตองทําผลตาง
(difference)ขอมูล แตแทจริงแลวไมมีความจําเปนท่ีจะตองใช 1st-difference แลวจากนั้นการใช
แบบจําลอง ARIMA จึงจะเปนแบบจําลองท่ีไดแกไขแลวท่ีดีท่ีสุดเสมอไป   ซ่ึงในการวิเคราะหของ  
Box  and Jenskins(1970)  ไดมีการสมมุติวาถาอนุกรมเปน nonstationary  แลว 1st-difference  จะ
แสดงคุณสมบัติท่ีดีออกมา  โดยท่ีไมมีปจจยัใด ๆ ท่ีเกี่ยวกับฤดูกาลเขามากระทบ   
          อาจกลาวไดวาอนกุรมเวลา { }

t
y   ท่ีมีความ stationary  จะมี  long  memory   ถา d  คือ 

fractional integration หรือ  fractional  difference  parameter ไมเทากับศูนย   แลว ( )0.5,0.5d −∈   

จนกระท่ัง spectral density  ไดเปนไปตาม  power law  นั่นคือ 2dλλ k~)f( −  เม่ือ +λ→ 0   
ดังนั้นเม่ือ  0λ → แลว )λf(  ถาไมโนมเอียงเขาสู ∞  (ถา 0d > )  ก็โนมเอียงเขาสู  0 (ถา 0d< )   
แตถา 0d =  กลาวไดวา { }ty   มี short  memory   ในกรณีนี้ f(0) จะเปนไปในเชิงบวกและเชิง
อันตะ  กระบวนการ ARMA ซ่ึงสามารถสลับไดท่ีนิ่งแลวท้ังหมดนั้น  จะมี short memory 
                โดยหนึ่งในผูเสนอ  long  memory  models  ไวสําหรับอนกุรมเวลาตาง ๆ  คือ D.R. Cox  
ผูซ่ึงใชแบบจําลองเพ่ืออธิบายการผันผวนในเสนผาศูนยกลางเสนดายท่ีใชถักขณะท่ีไดเปนท่ีปรึกษา
ในอุตสาหกรรมส่ิงทอมากอน  แบบจําลองนั้นไดรับการคิดคนมาแตดัง้เดิม และ ไดถูกเผยแพรและ
เปนท่ีนิยมอยางกวางขวาง  เม่ือไมนานมานี้ Hosking(1981) ไดทําการสรางความสัมพันธระหวาง 
long memory และ fractional differencing    ซ่ึง Hosking  ไดเสนอแบบจําลองประเภทหน่ึงท่ี
เรียกวา fractional ARIMA   ในกรณีซ่ึง degree of differencing สามารถเปนตัวเลขจํานวนจริงใด ๆ  
โดยตัวอยางท่ีงายท่ีสุดของแบบจําลองเหลาเรียกวา fractionally  integrated  noise  และยังเปนท่ี
ทราบวาเปน  fractional  ARIMA(0,d,0)  model  

(2.2a) 

(2.2b) 
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                 เพื่อแสดงคุณสมบัติการมี long memory ท่ีเปน stationary process  ก็ตอเม่ือฟงกชันอัต
สหสัมพันธไดแสดงคุณสมบัติ  ( ) α

ρρ
−→ kCk    เม่ือ   ∞→k   เม่ือ ρC คือ คาคงท่ีในทางบวก  

และ α คือจํานวนจริงระหวาง 0 และ 1 (Zivot and Wang, 2002)    
                 ดังนั้นฟงกชันอัตสหสัมพันธของกระบวนการ long  memory  จะมีอัตราการลดลงอยาง
ชา ๆ  มีลักษณะเปนไฮเพอรโบลิค   ในความเปนจริงนั้นจะลดลงชาเปนอยางมากจน  อัต
สหสัมพันธนัน้ไมสามารถรวมกันได  ดังสมการท่ี (2.3) 

 

                                   ∑
∞

−∞=

∞=

k

kρ )(                                                      (2.3)     

 
สําหรับ  stationary  process  ฟงกชันอัตสหสัมพันธประกอบไปดวยรายละเอียดเดิมดัง spectral 
density เดิม   โดยเฉพาะ spectral density  ไดนยิามไวดังนี้ 
    

                        ωρ
π

ω ik

k
e)

2
1

)f( (k∑=
∞

−∞=
                                  (2.4)                              

 
เม่ือ ω  คือ fourier  frequency จาก ( ) α

ρρ
−→ kCk  เม่ือ ∞→k  สามารถแสดงใหเห็นไดดังนี ้    

(Hamilton, 1994)    
     

                        0  เมื่อC)f( ωωf
1α →→ −ω                                      (2.5) 

 
เม่ือ fC เปนคาคงที่ในทางบวก   ดังนั้นสําหรับกระบวนการ long memory  ท่ี  spectral density  มี
แนวโนมไปสูคาอนันตท่ีความถ่ีเปนศูนย  แทนท่ีจะใช α  ในทางปฏิบัติใช 
 

                       (0.5,1)/21H ∈= − α                                                     (2.6)    
 
ซ่ึงดังท่ีทราบคือ hurst  coefficient เพื่อวัดคา long  memory  ใน 

t
y  ยิ่งคา H  มีขนาดใหญมากเทาใด  

จะทําใหกระบวนการท่ีนิ่งยิ่งเปน long  memory  มากข้ึนเทานั้น(Hurst, 1951)   
                 โดยใชคุณสมบัติของ ( ) α

ρρ
−→ kCk เม่ือ ∞→k และคุณสมบัติของ frequency 

domain 1

f
C)f( −→ α

ωω  เม่ือ 0ω→    Granger and Joyeux (1980 ) และ Hosking (1981)    
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แสดงใหเห็นถึงกระบวนการ long memory  ในอนุกรมเวลา  ty   ซ่ึงสามารถทําใหเปนแบบจําลอง
ท่ีมีคุณสมบัติแบบพาราเมตริกซได  โดยการขยายกระบวนการรวมกันใหเปน fractionally 
integrated  process โดยเฉพาะการมี  fractional integration  ในอนุกรมเวลา ty  ตามสมการ (2.7)  นี้ 

 

       ( )
tt

u)(yL1 d
=−− μ                                              (2.7)        

 
เม่ือ d  คือ fractional integration หรือ  fractional  difference  parameter , μ  คือ การคาดการณหรือ
คาเฉล่ียของ ty  และ tu  คือ  ตัวรบกวนเปน short  memory ท่ีมีความนิง่โดยคาเฉล่ียเปนศูนย        
ในทางปฏิบัติเม่ือขอมูลอนุกรมเวลาท่ีตองทดสอบ  ถาอนุกรมเวลามีลักษณะเปนไมนิ่ง เพราะ 1d =   
และเม่ือทําขอมูลอนุกรมเวลาใหเปนผลตางก็จะมีความนิง่   อยางไรก็ตามสําหรับอนุกรมเวลาทาง
เศรษฐศาสตรและการเงินท่ีไดมีการทดสอบ ปรากฏวาผลตางจํานวนเต็มอาจมีคาเปนจํานวนมากซ่ึง
แสดงได  โดยท่ีไมมี spectral  density  ท่ีความถ่ีเปนศูนยสําหรับอนุกรมเวลาผลตาง    เพื่อใหมี long 
memory และ หลีกเล่ียงการใชผลตางจํานวนเต็มของ ty   แลวจะให d  เปน fractional    ซ่ึง 

fiterdifferencefractional   สําหรับคา 1d −>  ท่ีแทจริงใด ๆ  ถูกนิยามดังนี้  (Zivot and Wang, 

2002) 
 

  ( ) ( ) kkd L1
k

d
L1

0k
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− ∑=

∞

=
                                               (2.8)     

 
และคาสัมประสิทธ์ิแบบ  Binomial  คือ 
 

                            
)1kd()1k(

)1d(
)!kd(!k

!d
k

d

+−Γ+Γ
+Γ

=
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
                     (2.9)     

 
                 ซ่ึงสังเกตเห็นไดคือ  fractional  difference  filter  สามารถทําใหเทียบเทากับ infinite 

order autoregressive filter   ซ่ึงสามารถแสดงใหเห็นวาเม่ือ 0.5d >  แลว ty จะไมน่ิง  น่ันคือถา 

5.0<< d0   แลวอนุกรมเวลา ty จะน่ิง  และมี  long memory    แตถา  0d0.5 <<−   แลว 
อนุกรมเวลา ty   จะน่ิงและมี short memory   และบางคร้ัง  d  จะถูกอางอิงใหเปนเสมือน  anti-
persistent   
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                 เม่ือ fractionally  integrated  series   หรืออนุกรมเวลา ty   มี long memory  สามารถ
แสดงไดวา   

                                                                     
                                           0.5Hd −=                                  (2.10)               

 
และดังน้ัน d และ H   สามารถถูกใชสลับกันไดโดยการวัดคาของ long memory     Hosking (1981) 
ไดแสดงถึงคุณสมบัติการวดัคา ในสมการ α

ρ kC(k)ρ −→  เม่ือ ∞→k  และ frequency domain  

ในสมการ 1
f

C)f( −→ α
ωω   เม่ือ 0→ω   ซ่ึงเพียงพอตอเง่ือนไขเม่ือ  0.5d0 <<    

 
        2.1.3 Autoregressive Fractional  Integrated  Moving  Average (ARFIMA) Model  
 แบบจําลอง ARFIMA หรือ FARIMAเปนเคร่ืองมือท่ีเปนประโยชนในการวิเคราะห
อนุกรมเวลาตาง ๆ  เชน  ดาราศาสตร  การศึกษาเก่ียวกบันํ้า  วิทยาศาสตรคอมพิวเตอร   และอ่ืน ๆ 
มากมาย  แบบจําลองน้ีสามารถแสดงถึงลักษณะพิเศษของ “long-range dependence or positive 
memory” เม่ือ 0.5d0 <<  และ “intermediate or negative memory” เม่ือ 0d0.5- <<  ซ่ึงได
แสดงไวในงานของ Beran (1994)  ท่ีไดมีการประมาณคาพารามิเตอร d ไว   โดยแบงการประมาณ
ออกเปน 2 กลุม คือ parametric และ semiparametric  method 
                 จากการศึกษาในบางเร่ืองเก่ียวกับการจําลองเหตุการณ  และไดเปรียบเทียบเทคนิคตางๆ 
ของการประมาณคาใน long memory process ซ่ึงอาจพบในผลงานของ Taqqu , Teverovsky and 
Willinger (1995)  เปนตน โดยทีมงานเหลาน้ีสวนใหญเก่ียวของกับการประมาณคาของ d เทาน้ัน   
ทําการประมาณคาพารามิเตอรทุกตัวดวยแบบจําลอง  ARFIMA(p,d,q)  ดวยการหาคา AR และ MA    
                 วิธีการท่ีเปนธรรมเนียมปฏิบัติเพ่ือสรางแบบจําลองของอนุกรมเวลา yt ท่ี I(0)    เม่ือ
แบบจําลอง ARIMA (p,d,q)  คือ 

t
(L)u)(yL)(L)(1 θ

t
d ∈=−−φ  

เม่ือ (L)φ และ (L)θ คือ lag  polynomials 

    ∑
=

−=
p

1i

i
i
L1(L) φφ  

                                                       ∑
=

−=
q

1j

j
j
L1(L) θθ    

โดยท่ีมีรากอยูนอกวงกลมหนึ่งหนวย และ t∈  สมมุติใหเปนตัวแปรสุมแบบปกติโดยคาเฉล่ียและ
ความแปรปรวนเทากับศูนย    
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                  เม่ือแบบจําลอง ARFIMA  มีลักษณะดังน้ี 
 

                                        
t

-
t

m
- (L)yL)[(1L)(L)(1 ∈=− θμδφ ]                             (2.11)     

 
โดยท่ี 0.5d0.5 <<−  ,  (L)φ  และ (L)θ  ไดนิยามไวแลวดังขางตนในแบบจําลอง ARIMA   คา  
m  คือ  จํานวนคร้ังของการทําผลตาง yt   เพ่ือใหเกิดความน่ิง(stationary)    คา δ  คือ  fractional  
ดังน้ันพารามิเตอรผลตาง m+= δd    โดยท่ี 
 1.)  ถา   -0.5 < d < 0  แลวขอมูลจะมีลักษณะเปน short  memory  และ stationary 
 2.)  ถา    0 < d < 0.5   แลวขอมูลจะมีลักษณะเปน long  memory  และ stationary       
สมมุติให (L)θ  มีรากท้ังหมดอยูนอกวงกลม 1 หนวย   ดังน้ันสวนของกระบวนการ  MA จะเปน  
 

             
tt

1 ]yL)[(1L)(L)(1(L)][ m
∈=−−−−

μθ
δ

φ                         (2.12) 
 
สวน spectral density (f(ω )) เปนดังสมการ 
 

              [ ]ππ ,,/2))()(4sin(f)f( d
u

2
−= ∈−

ωωωω                       (2.13)                    
 
เม่ือฟงกชัน )(f

u
ω  คือ spectral density  ของกระบวนการ ARMA(p,q)   และในเทอมของ 

dL)(1−   สามารถขยายความไดดังน้ี 
 

                                        ( ) ∑
∞

=∑
∞

=
==

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

0k k0k
,LbL

k

d
L)(1 kkd                               (2.14)                  

 

เม่ือ 3jd),1(jb
j
1

bd),d(1
2
1

bd,b1,b
1jj210

≥−−−− −====     ถา  
2
1

d <    จากน้ัน  

∞<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑

∞
=

2

0k k

d
  และ  สมการ (2.14) จะเปนสมการท่ีนิยามถึง stationary  process    สําหรับ   

dL)(1และ
2
1

d −−>   สามารถท่ีจะเปล่ียนใหเพ่ิมข้ึนได   และจากท่ีแสดงในสมการ (2.12)  
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น้ันสามารถนํามาใชเพ่ือใหไดคาสัมประสิทธ์ิของตัวแทนท่ีแสดงเปนเชิงอัตถดถอยท่ีเปนอนันตของ
กระบวนการ ARFIMA    น่ันคือ 

                                                       ∑
∞

=
∈=−

1i
ttii

)yL(1 δ                                               (2.15)       

เม่ือ 
jij

1j
jij

1j
ii

bb
pq

−=
+

−=
−= ∑∑ ρδθδ  และ  ∞<∑ 2

i
δ  เม่ือ d <

2
1

 

 
       2.1.4 Maximum Likelihood Estimation 
                เพ่ือใหเกิดความเขาใจวิธีการประมาณคาความควรจะเปนสูงสุด(Maximum Likelihood 
Estimation:MLE)   พิจารณาตัวอยางตอไปน้ี (เศรษฐมิติประยุกตสําหรับการตลาดเกษตร,2548) 
                ให y เปนตัวแปรสุมแจกแจงแบบเบอรนูลีย และมีพารามิเตอรท่ีรูคา(ซ่ึงใชสัญลักษณ p 

สมมุติให p อาจจะมีคาเทากับ  
4
1

  หรือ  
4
3

)   สมมุติตัวอยางมีขนาด  n=3  ดวยคา y1=1 , y2=1,y3=0   

การประมาณคา p ใน MLE คือ การหาโอกาสท่ีสูงสุดท่ีจะเกิดคา p (ซ่ึงไมทราบคา)  โดยการเลือก  

4
1

p = หรือ  
4
3

หรือคาอ่ืนใดท่ีจะทําใหมีความนาจะเปนสูงสุด (maximum propability)  ท่ีคา 

y ในตัวอยางจะเกดิข้ึน  ในเมื่อ y1y p)(1pp)f(y −−=  สําหรับ  0y =  หรือ 1 คาความนาจะเปน

(probability) ของตัวแปรสุมจะมี probability density function  ของ คา y1  ,  y2 , และ y3     ดังนั้น 

        

p)p.p.(1

p)(1p

f(1,1,0)0)y1,y1,f(y

iy13

1i

y i

321

−

−

=

=

=

−
∏
=

===

 

ความหมายของสมการ p.p(1-p) คือ ฟงกชัน p เม่ือใหคาสังเกตไดของตัวอยาง  y   ดังนั้นจึงเรียกได

วาเปนฟงกชันความควรจะเปน(likelihood function) โดยใชสัญลักษณ y)L(p  ซ่ึงเหมือนกับ 

probability density  function ของตัวอยางสุม  เพียงแตตีความหมายใหเปนฟงกชันของตัว
พารามิเตอรท่ีไมรูคาแทนฟงกชันความควรจะเปน   จากตัวอยางขางตนคาของฟงกชันท่ีคํานวณ
ไดแก  

  เม่ือเลือก                    0.046y
4
1

L:
4
1

p =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  

  และเม่ือ                     0.141y
4
3

L:
4
3

p =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  
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                  ดังนั้นโอกาสหรือความควรจะเปน (probability หรือ likelihood) สูงสุดในการได

ตัวอยางท่ีมีคา (y1=1 , y2=1 , y3=0)  คือ เลือกคาประมาณ  
4
3

p =~    ซ่ึงเปน MLE ของ p แปลวา คา

ของ p ท่ีมีความเปนไปไดมากท่ีสุดในการสรางขอมูล y  ชุดนี้นั่นเอง 
                 ในความเปนจริงชุดของพารามิเตอรมีมากกวา 2 คา สําหรับการสุมแจกแจงแบบเบอนูลีย
นั้น  คาพารามิเตอรจะมีคาอยูในชวง 0 ถึง 1 เทานั้น  วธีิการหนึ่งในการหาคา p คือ คํานวณเพ่ือหา

คาสูงสุดของ p)(1py)L(p 2 −=   ดวยการแทนคา p  ตาง ๆ  คาของ y)L(p  ในแกนต้ังและคา p  

ในแกนนอนฟงกชันจะมีคาสูงสุดเม่ือ p  โดยท่ัวไปแลวการประมาณคาพารามิเตอรเปนการหาคาท่ี
ทําใหฟงกชัน probability density  function ของตัวอยางสูงสุดท่ัวไป(global maximum) ท้ังนี้โดยใช
คาตัวอยางท่ีสังเกตมา 
 
2.2 ทฤษฎีและการวิเคราะหทางสถิต ิ
 
       2.2.1 การทดสอบทางสถิติของ Long  Memory 
                1) การทดสอบโดยใชวิธี  R/S(Range Over Standard Deviation) Statistic  
                     การทดสอบสําหรับ long  memory หรือ long  range  dependence คือ  rescaled rang  
หรือ rang over  standard  deviation หรือ simply R/S Statistic     ซ่ึงไดเคยถูกเสนอไวในคร้ังแรก
โดย Hurst (1951)  ตอมาถูกปรับปรุงโดย Mandelbrot(1972)   คาสถิติ R/S  เปนชวงคาสูงสุดตํ่าสุด
ของผลรวมบางสวนของการเบ่ียงเบนของอนุกรมเวลาจากคาเฉล่ียของอนุกรมเวลานัน้   และ  R/S 
statistic  และไดถูกเปล่ียนแปลงการวดัใหเหมาะสมโดยคาเบ่ียงเบนมาตรฐานของอนุกรมเวลา 
โดยเฉพาะอยางยิ่งเม่ือพิจารณาถึงอนุกรมเวลา 

t
y   สําหรับ  t = 1,…,T   ดงันั้น สถิติ R/S ไดนยิามไว

เปนดังนี ้

               ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∑ ∑ −−−=
= =≤≤≤≤

k

1j

k

1j
 

Tk1jTk1
T

yymin)y(ymax
s
1

Q
jT

                  (2.16)      

 

เม่ือ QT = คาสถิติ R/S , ∑ ==
T

1i i
y1/Ty , และ ∑

=
−=

T

1i

2

i
)y(y1/T

T
s    ถา yt  เปน i.i.d  

(independent identically distributed)  ซ่ึงตัวแปรเชิงสุมแบบปกตินั้นคือ 

                                 VQ
T

1
T

⇒  
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เม่ือ ⇒ ใหเปน weak convergence และ V  คือ Brownian bridge ในชวงหนึ่งหนวย  Lo(1991) ได
คิดวิธีควันไทลท่ีจะเลือกคาของ V      
                     Lo ไดช้ีใหเหน็วา สถิติ R/S ใชไมไดกับ short rang dependence โดยเฉพาะถา ty  มีอัต
สหสัมพันธ(หรือมี short memory)  แลวนัน้  การจํากดัการกระจายของ TQ  / T  คือ V ท่ีถูกวัดคา
โดยรากท่ีสองของความแปรปรวนในระยะยาวของ ty     เพื่อใหมี short rang dependence ใน ty    
Lo  จึงไดปรับปรุงสูตรสถิติ R/S  ดังนี ้

 

                      ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∑ ∑ −−−=
= =≤≤≤≤

k

1j

k

1j jTk1jTk1
T )y(ymin)y(ymax(q)

1
Q

Tσ̂
~                 (2.17)             

 
เม่ือคาเบ่ียงเบนมาตรฐานของตัวอยางไดถูกเปล่ียนไปเปนโดยรากท่ีสองของการประมาณคาแบบ 
Newey-West ของความแปรปรวนในระยะยาวดวย bandwidth 2q    และ Lo  แสดงใหเห็นวาถามี  
short memory  แตไมมี long memory  ใน

t
y    แลว 

T
Q~  ยังลูเขาสูคา V  ซ่ึงเปนชวงสูงสุดตํ่าสุดของ  

Brownian bridge 
   2) การทดสอบโดยใชวิธี GPH  Test 
       Geweke and Porter (1983) ไดเสนอวิธี semi-nonparametric ไว เพื่อประมาณคา 

fractional differencing parameter (d) โดยตองใชการแสดงใหเห็นถึง    fractionally  integrated  

process   ของอนุกรมเวลา    long memory     ดังสมการ  
tt

u)(yL)(1 d
=−− μ     เพื่อเปนการ

ทดสอบ   long memory  โดยเฉพาะ  spectral density ของ  fractionally  integrated  process  ถูก
กําหนดโดยฟงกชัน 

                          )(f)]([4sin)f(
u

d
2

2
ωωω

−
=                                       (2.18a)                         

 
เม่ือ ω  คือ Fourier frequency  และ )(fu ω  คือ spectral density ท่ีมีลักษณะเชนเดยีวกันกับ tu   
แลว spectral density estimator  คํานวณไดจาก 
 

                                                   ( )
2

λ ∑
=

=
N

1ji,

λ
j

ijeX
2

1
I

Nπ
                         (2.18b)                     
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เม่ือ λ   คือ  ความถ่ี , N คือ จํานวนของแตละเทอมในอนุกรม ,  Xj  คือ ขอมูล , ( )λI  คือ spectral 
density estimator ซ่ึงเปน periodogram ของคาสังเกตุท่ีความถ่ีλ  โดยอนุกรม long range 

dependence ควรมี periodogram ซ่ึงเปนสัดสวนกับ 
2H1λ −

  เม่ือเขาใกลจุดกําเนิด  ดงันั้นการ

ถดถอยของ  logarithm ของ periodogram ใน logarithm ของความถ่ี ( )λ   ควรใหคาสัมประสิทธ์ิ 1-
2H    ซ่ึงเปนการประมาณคา H    สังเกตไดวาพารามิเตอร d ( fractional difference parameter ) 
สามารถประมาณไดโดยการถดถอยดังนี ้
 

                                                j
j2

j
e)]

2
(ln[4sind )f(ln +−=
ω

βω                               (2.19)         

 
สําหรับ  j = 1,…,nf(T)   Geweke and Porter  ดังท่ีแสดงใหเห็น โดยการใชการประมาณแบบ 
periodogram ของ )f( jω      ใชการประมาณแบบกําลังสองนอยท่ีสุดประมาณคาของ d̂  โดยการใช

การถดถอยดังแสดงไวขางตนท่ีถูกกระจายอยางเปนปกติใน large sample  ถา αT(T)n f =  โดยท่ี 
10 << α    

                                                                                          )
)Un (U6

N(d,~d̂ 2f1j j

π 2

−∑ =

 

  เม่ือ   

                  )]
2

(ln[4sinU j2

j

ω
=  

และ 
_
U  คือ คาเฉล่ียตัวอยางของ jU , fn1,...,j=  ภายใตสมมุติฐานวาง คือ ไมมี long memory 

0d =  , t-statistic  คือ  
                                                                        
                                                 (2.20)        
 
ขอจํากัด คือ   ใหเปนการกระจายแบบปกติมาตรฐาน 
 
        2.2.2 การประมาณคา Long  Memory Parameter 

      การประมาณคา long memory parameter  โดยการใช R/S statistic  และ วิธีการท่ีอยูบน
พื้นฐานของ periodogram  เพื่อทดสอบ long memory  ของอนุกรมเวลา     Cheung (1993)  ไดทํา
การเปรียบเทียบดวยวิธี Monte Carlo จากการทดสอบตาง ๆ   ทําใหไดการประมาณของ long 

1/2-

fn 1j
2 

0d
)

)U(U
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j
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6
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memory parameter  H หรือ d    การทดสอบ GPH  จะสรางการประมาณคา d  โดยอัตโนมัติ   ซ่ึง 
R/S Statistic  ยังสามารถประมาณคาของสัมประสิทธ์ิ Hurst (H)  ได และจะแสดงถึงวิธีการ การ
ประมาณ long memory parameter ดวย periodogram  method  อีกท้ัง fractional difference 
parameter หรือคา d   ยังสามารถประมาณคาไดโดยการใชแบบจําลอง FARIMA( )q,d,p    ซ่ึง
ประกอบไปดวยวิธีตางๆ ดังนี้ 
                 1)  การวิเคราะห R/S Statistic 

                การทดสอบทางสถิติของ long memory   ดวยวิธี Modified R/S Statistic นั้นเม่ือไมมี 

long memory ในอนุกรมเวลาท่ี stationary   จะทําให R/S statistic ลูเขาสูตัวแปรสุมท่ีอัตรา 2/1T    
อยางไรก็ตาม เม่ือกระบวนการ stationary  แลว ty  มี long memory  นั้น Modified  R/S Statistic ลู

เขาสูตัวแปรสุมท่ีอัตรา HT   เม่ือ H คือ สัมประสิทธ์ิของ Hurst      
               อันดบัแรกตองคํานวณ Modified R/S statistic เพื่อประมาณ long memory 

parameter (H)  โดยการใช 1k  หรือ คาสังเกตตางๆ ตามลําดับในตัวอยาง   เม่ือ 1k ควรใหญเพียงพอ  
จากน้ันเพิ่มจํานวนของคาสังเกตโดย factor ของ f  ซ่ึงเปนการคํานวณ R/S statistic โดยการใช 

1ii fkk −=  คาสังเกตตางๆ ตามลําดับ  สําหรับ s,...,2i =     สังเกตไดวาเพื่อใหไดคา Modified R/S 
statistic ในคา ik หรือ คาสังเกตตาง ๆ ตามลําดับ  คา k หนึ่งคาสามารถแบงสวนตัวอยางภายใน 

[ ]i/ kT  ได และทําใหไดคาผลตาง[ ]i/ kT    เม่ือ [ ].  แสดงใหเห็นถึงสวนของตัวเลขจํานวนเต็มทาง
คณิตศาสตรของจํานวนจริง  ท่ีเห็นไดชัดเจนคือ ยิ่งมีคา ik ท่ีใหญข้ึนกจ็ะยิ่งมีคา [ ]i/ kT  ท่ีนอยลง
เทานั้น  
 2) Periodogram Method  
                      ในสวนของการทดสอบทางสถิติสําหรับ long memory แสดงใหเห็นถึงกระบวนการ 
long memory   เนื่องจากการคํานวณ  spectral density estimator   แสดงดังสมการ 

( )
2

λλ ∑
=

=
N

1ji,
j

ijeX
N2

1
I

π
 

เม่ือ λ   คือ  ความถ่ี , N คือ จํานวนของแตละเทอมในอนุกรม ,  Xj  คือ ขอมูล , ( )λI  คือ spectral 
density estimator    

                       เม่ือ spectral density เขาใกล H21
fC −ω   แลวความถ่ี ω เขาใกลศูนย   เนื่องจาก 

spectral density สามารถประมาณโดย periodogram   ซ่ึง log-log plot ของ periodogram 
เปรียบเทียบกบัความถ่ี  ควรกระจายแถว ๆ เสนตรงดวยความชัน 1-2H  สําหรับความถ่ีท่ีเขาใกล
ศูนย  วิธีการนีส้ามารถนําไปใชเพื่อใหไดคาประมาณของ long memory parameter  (H)   
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2.3 ผลงานวิจัยท่ีเก่ียวของ 
 
       Baillie , Chung and Tieslau (1996) ศึกษาหัวขอเร่ือง Analyzing Inflation by the 
Fractionally Integrated ARFIMA-GARCH Model   เปนการศึกษาการประยุกตใช  long- 
memory process เพื่ออธิบายภาวะเงินเฟอ 10 ประเทศ  มีการใชเคร่ืองมือใหมเพื่อใหไดการ
ประมาณคา maximum likelihood จากการประมาณคาของ ARFIMA-GARCH process ซ่ึงเปน
กระบวนการทีร่วมสวนยอย(I(d)) ดวยสวนประกอบ ARMA ท่ีนิ่งโดยการเพ่ิมเติมในคาเฉล่ียท่ีเปน
เง่ือนไขของกระบวนการ   มากกวานัน้ long memory process นี้   ตองการยอมใหมี 
heteroscedasticity  ท่ีเปนเง่ือนแบบ GARCH   ในการวเิคราะหภาวะเงินเงินเฟอ post-World War II 
CPI ในแตละเดือน  สําหรับ 10 ประเทศ   จากการศกึษาไดพบหลักฐานของ long memory ท่ีมี
พฤติกรรมการเปล่ียนกลับของคาเฉล่ียในทุกประเทศยกเวนประเทศญ่ีปุนซ่ึงปรากฏวามีความนิ่ง  
สําหรับเศรษฐกิจภาวะเงินเฟอสูง  
 
       Hauser (1998)  ศ ึกษาหวัขอเร่ือง Maximum likelihood estimators for ARMA and 
ARFIMA models โดยการศึกษาจากการจําลองเหตุการณคุณสมบัติของตัวประมาณคา time 
domain 2 ตัว และ frequency domain  2 ตัว สําหรับ autoregressive fractionally integrated moving-
average Gaussian models (ARFIMA(p,d,q))   ตัวประมาณคาท่ีนํามาพิจารณาคือ maximum 
likelihood  ท่ีแทจริง  สําหรับขอมูลท่ีมีลักษณะเกี่ยวเน่ืองกับ modified profile likelihood(MPL) 
และตัวประมาณคา  Whittle ท้ังท่ีมี(WLT) และไมมี tapered data (WL) ความยาวของอนุกรมคือ
ขอมูล 100 ตัว  ตัวประมาณคาจะถูกเปรียบเทียบในเทอมของ pile-up effect , mean square error , 
bias , และ empirical confidence level   เวอรชันท่ีได taper แลวของ whittle likelihood  ทําให
กลายเปนตัวประมาณคาท่ีเช่ือถือไดสําหรับแบบจําลอง ARMA  และ ARFIMA    ขอเสียเล็กนอย
ของแบบจําลองท่ีใชปฏิบัติการในกรณีของแบบจําลองท่ีแสดงคุณสมบัติท่ีดีคือการตองถูกชดเชย
อยางเพียงพอในแบบจําลองท่ีสรางไดยากกวา   MPL เปนทางเลือกสําหรับ WLT  แตเปนความ
ตองการคํานวณมากกวา  ซ่ึงถาไมเทียบเทาไดกับ EML  ก็เปนท่ีนยิมมากกวา EML  โดยเฉพาะอยาง
ยิ่ง สําหรับ fractionally integrated models นั้น EML จะเปนสวนสําคัญไดอยางชัดเจน    WL มี
ความขาดแคลนเปนอยางมากสําหรับขอบเขตของพารามิเตอรท่ีมีขนาดใหญ  และดังนั้นจึงไม
สามารถไดรับการสนับสนุนไดโดยท่ัวไป  ในทางอ่ืน EML ควรถูกใชเพยีงแคสําหรับ fractionally  
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integrated models เนื่องจากศักยภาพของ EML ความเอนเอียงในเชิงลบขนาดใหญของ  fractional  
integration  parameter    โดยท่ัวไป EML ควรดําเนนิไปดวยความรอบคอบสําหรับแบบจําลอง 
ARMA(1,1)  ดวยการยกเลิกรากเกือบท้ังหมด  ในกรณีของ EML และ  MPL  สําหรับการอนุมาน
ในจํานวนใกลเคียงของราก MA ดวย +1   
    
      Martin and Wilkins (1998)  ศึกษาหัวขอเร่ือง Indirect estimation of ARFIMA and 
VARFIMA models   โดยวิธีการประมาณคาทางออมไดนํามาเสนอสําหรับการประมาณคา 
ARFIMA  เชนเดียวกับแบบจําลอง VARFIMA ท่ีซับซอนมากกวา  เคาโครงโดยท่ัวไปสําหรับการ
ประมาณคาโดยทางออมของ fractional model ไดรับการพัฒนาครอบคลุมวิธีการจําลองเหตุการณ   
ทางเลือกของ auxiliary model   และการประมาณคา algorithm     โดยความสนใจพิเศษคือการเพ่ือ
เปรียบเทียบ finite sampling properties ของตัวประมาณคาทางออมดวยตัวประมาณคา 
Sowell’s(1992a) exact time domain maximum likelihood  กับ  ตัวประมาณคา spectral maximum-
likelihood ของตัวประมาณคา Fox and Taqqu(1986) and Geweke and Porter(1983) spectral 
regression    ตัวประมาณคาทางออมสามารถคํานวณไดอยางรวดเร็วกวาตัวประมาณคา exact time 
domain maximum likelihood  ในขณะท่ีคุณสมบัติตัวอยางขนาดเล็กท่ีดูเหมือนคลายกันไดเกิดข้ึน  
ผลไดจากการคํานวณของตัวประมาณคาโดยทางออมเทียบกับการเพิ่ม maximum likelihood  
ดังเชนความซับซอนของการเพ่ิมกระบวนการการเกิดของขอมูล 
 
      Reisen  and Lopes (1999)   ศึกษาหัวขอเร่ือง  Some simulations and applications of 
forecasting long-memory time series models โดยการพยากรณดวยแบบจําลอง ARFIMA(p,d,q) 
และ ARIMA(p,d,q) จากการจําลองเหตุการณซ่ึงเทคนิคของการพยากรณของแบบจําลอง 
ARIMA(p,d,q) ท้ังยังสามารถนําไปใชเม่ือ d เปน fractional  นั่นคือ สําหรับแบบจําลอง   
ARFIMA(p,d,q)    และยังไดทําการศึกษาเพ่ือเปรียบเทียบตัวประมาณคาสองตัวของ d  ท่ีไดมาดวย
วิธีการถดถอย   ซ่ึงทดสอบสมมุติฐานเพ่ือตัดสินวาอนกุรมน้ันๆ มีคุณสมบัติ long memory หรือไม
และไดนําไปเปรียบเทียบบนพ้ืนฐานของ k-step ahead forecast errors  ของคา d    ไดนําคุณสมบัติ
ใดๆ  ของ   long-memory models ไปตรวจสอบโดยการใชเซตของขอมูลท่ีแทจริง 
 
      Reisen, Jensen, and Francisco (2003)   ศึกษาหัวขอเร่ือง Long memory inflationary 
dynamics : the case of Brazil  เร่ืองการมี long memory ในพลวตัรการเกิดเงินเฟอกรณีศึกษา
ประเทศบราซิล   เนื่องจากมีขอถกเถียงในเรื่องการมี unit root ในพลวตัรการเกิดเงินเฟอ ท่ีไดแสดง



 

22

ภาวะความเฉ่ือยบางอยาง   ตามความจริงแลว Cati , et al (วรสาร Applied Econometrics 1999) ได
พบวาพลวตัรการเกิดเงินเฟอในประเทศบราซิลใกลท่ีจะมีความเฉ่ือยอยางเต็มท่ีแลว   การศึกษาใน
คร้ังนี้ไดประมาณ fractional  differencing parameter  โดยการใชขอจาํกัดของ ARFIMA สําหรับ
อัตราเงินเฟอในประเทศบราซิลและผลลัพธท่ีไดนั้นคือ พลวัตรการเกิดเงินเฟอถูกสรางแบบจําลอง
โดย long memory process  ไดดกีวากลไก unit  root    ดังนั้นจึงมีความหมายโดยนัยวาไมมีความ
เฉ่ือยในเงินเฟอ   ตรงกันขามกับส่ิงท่ีไดเคยพบโดยนกัวิจยัทานอ่ืน  อีกท้ังการศึกษาในคร้ังนี้ได
คนพบวาการประมาณของ fractional parameter  ไดคงท่ีในการทําผลตางคร้ังแรก( first difference) 
 
      Doornik and Ooms (2004)  ศึกษาหัวขอเร่ือง Inference and forecasting for ARFIMA 
models with an application to US and UK inflation     เปนการศึกษาลักษณะท่ีใชไดจริงของ 
likelihood-based inference และ เกี่ยวกับการพยากรณของอนุกรมดวย long memory  ท่ีไดนํามา
พิจารณา  ซ่ึงใชแบบจําลอง ARFIMA(p,d,q) เปนตัวทดสอบดวยตัวถดถอยท่ีไดกําหนดไว 
(deterministic regressor)   ลักษณะการสุมตัวอยางมีวิธีนํามาเปรียบเทียบกัน คือ วิธี  approximate 
method และ  exact  first-order  asymptotic  method    การวิเคราะหไดขยายออกไปถึงใชการ
วิเคราะหแบบ  modified profile likelihood  ซ่ึงเปนวิธี higher-order asymptotic ไดนําเสนอโดย 
Cox and Reid (1987)     ความสัมพันธของผลตางระหวาง วิธีการนั้นไดถูกทดสอบดวยแบบจําลอง
ตาง ๆ และการพยากรณตางๆของเงินเฟอราคาผูบริโภคหลักรายเดือนในประเทศสหรัฐอเมริกาและ
เงินเฟอราคาผูบริโภคท้ังหมดในประเทศอังกฤษ  
 
      Tsay (2008)  ศึกษาหวัขอเร่ือง Analyzing Inflation by the ARFIMA Model with Markov-
Switching Fractional   Differencing Parameter   เปนการศึกษาโดยการใชแบบจาํลอง ARFIMA  
ซ่ึงไดสรางมาจาก Markov-switching fractional differencing parameter  จากการศึกษาไดพบวา  
การเกิด shock จากราคานํ้ามันมีความสําคัญโดยมีผลตอการเปล่ียนแปลงรูปแบบเสนทางความผัน
ผวนของเงินเฟอประเทศสหรัฐอเมริกา   การประมาณคายังใหผลลัพธท่ีสนับสนุนท่ีวาเงินเฟอ
สหรัฐฯ มี mean-reverting long memory 
 


