
บทที่ 2 
กรอบแนวคดิทางทฤษฎีและงานวิจัยท่ีเกี่ยวของ 

 
2.1 กรอบแนวคิดทางทฤษฎ ี
 
       2.1.1 ARIMA Model 
 แบบจําลอง Autoregressive Integrated Moving Average (ARIMA Model) ไดถูก
พัฒนาข้ึนมาโดยมีคุณสมบัติคือ   
 1. การจัดจําแนกชนิดและกระบวนการประมาณคาอยางมีประสิทธิภาพ 
 2. การครอบคลุมไปถึงผลลัพธท่ีไดรวบรวมเอาอนุกรมเวลาเชิงฤดูกาล 
 3. การขยายขอบเขตไปเพ่ือรวมเอากระบวนการหรือระบบไมนิ่งเขาไวดวย 
ขอมูลอนุกรมเวลาสวนใหญแลวจะมีลักษณะไมนิ่ง(nonstationary)  และลักษณะของ AR และ MA 
ของแบบจําลอง ARIMA จะหมายถึงขอมูลอนุกรมเวลาท่ีมีลักษณะน่ิง(stationary)   ในกรณีท่ีขอมูล
มีลักษณะน่ิง  แบบจําลอง ARIMA(p,d,q) จะมีรูปแบบเปน ARIMA(p,0,q)  ซ่ึงก็คือ ARMA นั่นคือ 
AR(p) และ MA(q)  สําหรับกรณีของ AR(1) และ MA(1) นั้นสามารถเขียนไดในรูป ARIMA(1,0,1) 
ซ่ึงเขียนเปนสมการไดดังนี ้
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สําหรับกรณีของ AR(1) และ MA(1) โดยท่ีขอมูลน้ันมีลักษณะไมน่ิงและถาทํา 1st – different   
ขอมูลท่ีไดจากผลตางมีลักษณะน่ิง  รูปแบบของ ARIMA(1,1,1) จึงสามารถเขียนเปนสมการไดดังน้ี 
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       2.1.2 Long  Memory 
                 แมวาอนุกรมทางเศรษฐศาสตรโดยสวนใหญจะเปน nonstationary และตองทําผลตาง
(difference)ขอมูล แตแทจริงแลวไมมีความจําเปนท่ีจะตองใช 1st-difference แลวจากนั้นการใช
แบบจําลอง ARIMA จึงจะเปนแบบจําลองท่ีไดแกไขแลวท่ีดีท่ีสุดเสมอไป   ซ่ึงในการวิเคราะหของ  
Box  and Jenskins(1970)  ไดมีการสมมุติวาถาอนุกรมเปน nonstationary  แลว 1st-difference  จะ
แสดงคุณสมบัติท่ีดีออกมา  โดยท่ีไมมีปจจยัใด ๆ ท่ีเกี่ยวกับฤดูกาลเขามากระทบ   
          อาจกลาวไดวาอนกุรมเวลา { }

t
y   ท่ีมีความ stationary  จะมี  long  memory   ถา d  คือ 

fractional integration หรือ  fractional  difference  parameter ไมเทากับศูนย   แลว ( )0.5,0.5d −∈   

จนกระท่ัง spectral density  ไดเปนไปตาม  power law  นั่นคือ 2dλλ k~)f( −  เม่ือ +λ→ 0   
ดังนั้นเม่ือ  0λ → แลว )λf(  ถาไมโนมเอียงเขาสู ∞  (ถา 0d > )  ก็โนมเอียงเขาสู  0 (ถา 0d< )   
แตถา 0d =  กลาวไดวา { }ty   มี short  memory   ในกรณีนี้ f(0) จะเปนไปในเชิงบวกและเชิง
อันตะ  กระบวนการ ARMA ซ่ึงสามารถสลับไดท่ีนิ่งแลวท้ังหมดนั้น  จะมี short memory 
                โดยหนึ่งในผูเสนอ  long  memory  models  ไวสําหรับอนกุรมเวลาตาง ๆ  คือ D.R. Cox  
ผูซ่ึงใชแบบจําลองเพ่ืออธิบายการผันผวนในเสนผาศูนยกลางเสนดายท่ีใชถักขณะท่ีไดเปนท่ีปรึกษา
ในอุตสาหกรรมส่ิงทอมากอน  แบบจําลองนั้นไดรับการคิดคนมาแตดัง้เดิม และ ไดถูกเผยแพรและ
เปนท่ีนิยมอยางกวางขวาง  เม่ือไมนานมานี้ Hosking(1981) ไดทําการสรางความสัมพันธระหวาง 
long memory และ fractional differencing    ซ่ึง Hosking  ไดเสนอแบบจําลองประเภทหน่ึงท่ี
เรียกวา fractional ARIMA   ในกรณีซ่ึง degree of differencing สามารถเปนตัวเลขจํานวนจริงใด ๆ  
โดยตัวอยางท่ีงายท่ีสุดของแบบจําลองเหลาเรียกวา fractionally  integrated  noise  และยังเปนท่ี
ทราบวาเปน  fractional  ARIMA(0,d,0)  model  

(2.2a) 

(2.2b) 
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                 เพื่อแสดงคุณสมบัติการมี long memory ท่ีเปน stationary process  ก็ตอเม่ือฟงกชันอัต
สหสัมพันธไดแสดงคุณสมบัติ  ( ) α

ρρ
−→ kCk    เม่ือ   ∞→k   เม่ือ ρC คือ คาคงท่ีในทางบวก  

และ α คือจํานวนจริงระหวาง 0 และ 1 (Zivot and Wang, 2002)    
                 ดังนั้นฟงกชันอัตสหสัมพันธของกระบวนการ long  memory  จะมีอัตราการลดลงอยาง
ชา ๆ  มีลักษณะเปนไฮเพอรโบลิค   ในความเปนจริงนั้นจะลดลงชาเปนอยางมากจน  อัต
สหสัมพันธนัน้ไมสามารถรวมกันได  ดังสมการท่ี (2.3) 

 

                                   ∑
∞

−∞=

∞=

k

kρ )(                                                      (2.3)     

 
สําหรับ  stationary  process  ฟงกชันอัตสหสัมพันธประกอบไปดวยรายละเอียดเดิมดัง spectral 
density เดิม   โดยเฉพาะ spectral density  ไดนยิามไวดังนี้ 
    

                        ωρ
π

ω ik

k
e)

2
1

)f( (k∑=
∞

−∞=
                                  (2.4)                              

 
เม่ือ ω  คือ fourier  frequency จาก ( ) α

ρρ
−→ kCk  เม่ือ ∞→k  สามารถแสดงใหเห็นไดดังนี ้    

(Hamilton, 1994)    
     

                        0  เมื่อC)f( ωωf
1α →→ −ω                                      (2.5) 

 
เม่ือ fC เปนคาคงที่ในทางบวก   ดังนั้นสําหรับกระบวนการ long memory  ท่ี  spectral density  มี
แนวโนมไปสูคาอนันตท่ีความถ่ีเปนศูนย  แทนท่ีจะใช α  ในทางปฏิบัติใช 
 

                       (0.5,1)/21H ∈= − α                                                     (2.6)    
 
ซ่ึงดังท่ีทราบคือ hurst  coefficient เพื่อวัดคา long  memory  ใน 

t
y  ยิ่งคา H  มีขนาดใหญมากเทาใด  

จะทําใหกระบวนการท่ีนิ่งยิ่งเปน long  memory  มากข้ึนเทานั้น(Hurst, 1951)   
                 โดยใชคุณสมบัติของ ( ) α

ρρ
−→ kCk เม่ือ ∞→k และคุณสมบัติของ frequency 

domain 1

f
C)f( −→ α

ωω  เม่ือ 0ω→    Granger and Joyeux (1980 ) และ Hosking (1981)    
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แสดงใหเห็นถึงกระบวนการ long memory  ในอนุกรมเวลา  ty   ซ่ึงสามารถทําใหเปนแบบจําลอง
ท่ีมีคุณสมบัติแบบพาราเมตริกซได  โดยการขยายกระบวนการรวมกันใหเปน fractionally 
integrated  process โดยเฉพาะการมี  fractional integration  ในอนุกรมเวลา ty  ตามสมการ (2.7)  นี้ 

 

       ( )
tt

u)(yL1 d
=−− μ                                              (2.7)        

 
เม่ือ d  คือ fractional integration หรือ  fractional  difference  parameter , μ  คือ การคาดการณหรือ
คาเฉล่ียของ ty  และ tu  คือ  ตัวรบกวนเปน short  memory ท่ีมีความนิง่โดยคาเฉล่ียเปนศูนย        
ในทางปฏิบัติเม่ือขอมูลอนุกรมเวลาท่ีตองทดสอบ  ถาอนุกรมเวลามีลักษณะเปนไมนิ่ง เพราะ 1d =   
และเม่ือทําขอมูลอนุกรมเวลาใหเปนผลตางก็จะมีความนิง่   อยางไรก็ตามสําหรับอนุกรมเวลาทาง
เศรษฐศาสตรและการเงินท่ีไดมีการทดสอบ ปรากฏวาผลตางจํานวนเต็มอาจมีคาเปนจํานวนมากซ่ึง
แสดงได  โดยท่ีไมมี spectral  density  ท่ีความถ่ีเปนศูนยสําหรับอนุกรมเวลาผลตาง    เพื่อใหมี long 
memory และ หลีกเล่ียงการใชผลตางจํานวนเต็มของ ty   แลวจะให d  เปน fractional    ซ่ึง 

fiterdifferencefractional   สําหรับคา 1d −>  ท่ีแทจริงใด ๆ  ถูกนิยามดังนี้  (Zivot and Wang, 

2002) 
 

  ( ) ( ) kkd L1
k

d
L1

0k
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− ∑=

∞

=
                                               (2.8)     

 
และคาสัมประสิทธ์ิแบบ  Binomial  คือ 
 

                            
)1kd()1k(

)1d(
)!kd(!k

!d
k

d

+−Γ+Γ
+Γ

=
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
                     (2.9)     

 
                 ซ่ึงสังเกตเห็นไดคือ  fractional  difference  filter  สามารถทําใหเทียบเทากับ infinite 

order autoregressive filter   ซ่ึงสามารถแสดงใหเห็นวาเม่ือ 0.5d >  แลว ty จะไมน่ิง  น่ันคือถา 

5.0<< d0   แลวอนุกรมเวลา ty จะน่ิง  และมี  long memory    แตถา  0d0.5 <<−   แลว 
อนุกรมเวลา ty   จะน่ิงและมี short memory   และบางคร้ัง  d  จะถูกอางอิงใหเปนเสมือน  anti-
persistent   



 

13

                 เม่ือ fractionally  integrated  series   หรืออนุกรมเวลา ty   มี long memory  สามารถ
แสดงไดวา   

                                                                     
                                           0.5Hd −=                                  (2.10)               

 
และดังน้ัน d และ H   สามารถถูกใชสลับกันไดโดยการวัดคาของ long memory     Hosking (1981) 
ไดแสดงถึงคุณสมบัติการวดัคา ในสมการ α

ρ kC(k)ρ −→  เม่ือ ∞→k  และ frequency domain  

ในสมการ 1
f

C)f( −→ α
ωω   เม่ือ 0→ω   ซ่ึงเพียงพอตอเง่ือนไขเม่ือ  0.5d0 <<    

 
        2.1.3 Autoregressive Fractional  Integrated  Moving  Average (ARFIMA) Model  
 แบบจําลอง ARFIMA หรือ FARIMAเปนเคร่ืองมือท่ีเปนประโยชนในการวิเคราะห
อนุกรมเวลาตาง ๆ  เชน  ดาราศาสตร  การศึกษาเก่ียวกบันํ้า  วิทยาศาสตรคอมพิวเตอร   และอ่ืน ๆ 
มากมาย  แบบจําลองน้ีสามารถแสดงถึงลักษณะพิเศษของ “long-range dependence or positive 
memory” เม่ือ 0.5d0 <<  และ “intermediate or negative memory” เม่ือ 0d0.5- <<  ซ่ึงได
แสดงไวในงานของ Beran (1994)  ท่ีไดมีการประมาณคาพารามิเตอร d ไว   โดยแบงการประมาณ
ออกเปน 2 กลุม คือ parametric และ semiparametric  method 
                 จากการศึกษาในบางเร่ืองเก่ียวกับการจําลองเหตุการณ  และไดเปรียบเทียบเทคนิคตางๆ 
ของการประมาณคาใน long memory process ซ่ึงอาจพบในผลงานของ Taqqu , Teverovsky and 
Willinger (1995)  เปนตน โดยทีมงานเหลาน้ีสวนใหญเก่ียวของกับการประมาณคาของ d เทาน้ัน   
ทําการประมาณคาพารามิเตอรทุกตัวดวยแบบจําลอง  ARFIMA(p,d,q)  ดวยการหาคา AR และ MA    
                 วิธีการท่ีเปนธรรมเนียมปฏิบัติเพ่ือสรางแบบจําลองของอนุกรมเวลา yt ท่ี I(0)    เม่ือ
แบบจําลอง ARIMA (p,d,q)  คือ 

t
(L)u)(yL)(L)(1 θ

t
d ∈=−−φ  

เม่ือ (L)φ และ (L)θ คือ lag  polynomials 

    ∑
=

−=
p

1i

i
i
L1(L) φφ  

                                                       ∑
=

−=
q

1j

j
j
L1(L) θθ    

โดยท่ีมีรากอยูนอกวงกลมหนึ่งหนวย และ t∈  สมมุติใหเปนตัวแปรสุมแบบปกติโดยคาเฉล่ียและ
ความแปรปรวนเทากับศูนย    
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                  เม่ือแบบจําลอง ARFIMA  มีลักษณะดังน้ี 
 

                                        
t

-
t

m
- (L)yL)[(1L)(L)(1 ∈=− θμδφ ]                             (2.11)     

 
โดยท่ี 0.5d0.5 <<−  ,  (L)φ  และ (L)θ  ไดนิยามไวแลวดังขางตนในแบบจําลอง ARIMA   คา  
m  คือ  จํานวนคร้ังของการทําผลตาง yt   เพ่ือใหเกิดความน่ิง(stationary)    คา δ  คือ  fractional  
ดังน้ันพารามิเตอรผลตาง m+= δd    โดยท่ี 
 1.)  ถา   -0.5 < d < 0  แลวขอมูลจะมีลักษณะเปน short  memory  และ stationary 
 2.)  ถา    0 < d < 0.5   แลวขอมูลจะมีลักษณะเปน long  memory  และ stationary       
สมมุติให (L)θ  มีรากท้ังหมดอยูนอกวงกลม 1 หนวย   ดังน้ันสวนของกระบวนการ  MA จะเปน  
 

             
tt

1 ]yL)[(1L)(L)(1(L)][ m
∈=−−−−

μθ
δ

φ                         (2.12) 
 
สวน spectral density (f(ω )) เปนดังสมการ 
 

              [ ]ππ ,,/2))()(4sin(f)f( d
u

2
−= ∈−

ωωωω                       (2.13)                    
 
เม่ือฟงกชัน )(f

u
ω  คือ spectral density  ของกระบวนการ ARMA(p,q)   และในเทอมของ 

dL)(1−   สามารถขยายความไดดังน้ี 
 

                                        ( ) ∑
∞

=∑
∞

=
==

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

0k k0k
,LbL

k

d
L)(1 kkd                               (2.14)                  

 

เม่ือ 3jd),1(jb
j
1

bd),d(1
2
1

bd,b1,b
1jj210

≥−−−− −====     ถา  
2
1

d <    จากน้ัน  

∞<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑

∞
=

2

0k k

d
  และ  สมการ (2.14) จะเปนสมการท่ีนิยามถึง stationary  process    สําหรับ   

dL)(1และ
2
1

d −−>   สามารถท่ีจะเปล่ียนใหเพ่ิมข้ึนได   และจากท่ีแสดงในสมการ (2.12)  
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น้ันสามารถนํามาใชเพ่ือใหไดคาสัมประสิทธ์ิของตัวแทนท่ีแสดงเปนเชิงอัตถดถอยท่ีเปนอนันตของ
กระบวนการ ARFIMA    น่ันคือ 

                                                       ∑
∞

=
∈=−

1i
ttii

)yL(1 δ                                               (2.15)       

เม่ือ 
jij

1j
jij

1j
ii

bb
pq

−=
+

−=
−= ∑∑ ρδθδ  และ  ∞<∑ 2

i
δ  เม่ือ d <

2
1

 

 
       2.1.4 Maximum Likelihood Estimation 
                เพ่ือใหเกิดความเขาใจวิธีการประมาณคาความควรจะเปนสูงสุด(Maximum Likelihood 
Estimation:MLE)   พิจารณาตัวอยางตอไปน้ี (เศรษฐมิติประยุกตสําหรับการตลาดเกษตร,2548) 
                ให y เปนตัวแปรสุมแจกแจงแบบเบอรนูลีย และมีพารามิเตอรท่ีรูคา(ซ่ึงใชสัญลักษณ p 

สมมุติให p อาจจะมีคาเทากับ  
4
1

  หรือ  
4
3

)   สมมุติตัวอยางมีขนาด  n=3  ดวยคา y1=1 , y2=1,y3=0   

การประมาณคา p ใน MLE คือ การหาโอกาสท่ีสูงสุดท่ีจะเกิดคา p (ซ่ึงไมทราบคา)  โดยการเลือก  

4
1

p = หรือ  
4
3

หรือคาอ่ืนใดท่ีจะทําใหมีความนาจะเปนสูงสุด (maximum propability)  ท่ีคา 

y ในตัวอยางจะเกดิข้ึน  ในเมื่อ y1y p)(1pp)f(y −−=  สําหรับ  0y =  หรือ 1 คาความนาจะเปน

(probability) ของตัวแปรสุมจะมี probability density function  ของ คา y1  ,  y2 , และ y3     ดังนั้น 

        

p)p.p.(1

p)(1p

f(1,1,0)0)y1,y1,f(y

iy13

1i

y i

321

−

−

=

=

=

−
∏
=

===

 

ความหมายของสมการ p.p(1-p) คือ ฟงกชัน p เม่ือใหคาสังเกตไดของตัวอยาง  y   ดังนั้นจึงเรียกได

วาเปนฟงกชันความควรจะเปน(likelihood function) โดยใชสัญลักษณ y)L(p  ซ่ึงเหมือนกับ 

probability density  function ของตัวอยางสุม  เพียงแตตีความหมายใหเปนฟงกชันของตัว
พารามิเตอรท่ีไมรูคาแทนฟงกชันความควรจะเปน   จากตัวอยางขางตนคาของฟงกชันท่ีคํานวณ
ไดแก  

  เม่ือเลือก                    0.046y
4
1

L:
4
1

p =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  

  และเม่ือ                     0.141y
4
3

L:
4
3

p =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  
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                  ดังนั้นโอกาสหรือความควรจะเปน (probability หรือ likelihood) สูงสุดในการได

ตัวอยางท่ีมีคา (y1=1 , y2=1 , y3=0)  คือ เลือกคาประมาณ  
4
3

p =~    ซ่ึงเปน MLE ของ p แปลวา คา

ของ p ท่ีมีความเปนไปไดมากท่ีสุดในการสรางขอมูล y  ชุดนี้นั่นเอง 
                 ในความเปนจริงชุดของพารามิเตอรมีมากกวา 2 คา สําหรับการสุมแจกแจงแบบเบอนูลีย
นั้น  คาพารามิเตอรจะมีคาอยูในชวง 0 ถึง 1 เทานั้น  วธีิการหนึ่งในการหาคา p คือ คํานวณเพ่ือหา

คาสูงสุดของ p)(1py)L(p 2 −=   ดวยการแทนคา p  ตาง ๆ  คาของ y)L(p  ในแกนต้ังและคา p  

ในแกนนอนฟงกชันจะมีคาสูงสุดเม่ือ p  โดยท่ัวไปแลวการประมาณคาพารามิเตอรเปนการหาคาท่ี
ทําใหฟงกชัน probability density  function ของตัวอยางสูงสุดท่ัวไป(global maximum) ท้ังนี้โดยใช
คาตัวอยางท่ีสังเกตมา 
 
2.2 ทฤษฎีและการวิเคราะหทางสถิต ิ
 
       2.2.1 การทดสอบทางสถิติของ Long  Memory 
                1) การทดสอบโดยใชวิธี  R/S(Range Over Standard Deviation) Statistic  
                     การทดสอบสําหรับ long  memory หรือ long  range  dependence คือ  rescaled rang  
หรือ rang over  standard  deviation หรือ simply R/S Statistic     ซ่ึงไดเคยถูกเสนอไวในคร้ังแรก
โดย Hurst (1951)  ตอมาถูกปรับปรุงโดย Mandelbrot(1972)   คาสถิติ R/S  เปนชวงคาสูงสุดตํ่าสุด
ของผลรวมบางสวนของการเบ่ียงเบนของอนุกรมเวลาจากคาเฉล่ียของอนุกรมเวลานัน้   และ  R/S 
statistic  และไดถูกเปล่ียนแปลงการวดัใหเหมาะสมโดยคาเบ่ียงเบนมาตรฐานของอนุกรมเวลา 
โดยเฉพาะอยางยิ่งเม่ือพิจารณาถึงอนุกรมเวลา 

t
y   สําหรับ  t = 1,…,T   ดงันั้น สถิติ R/S ไดนยิามไว

เปนดังนี ้

               ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∑ ∑ −−−=
= =≤≤≤≤

k

1j

k

1j
 

Tk1jTk1
T

yymin)y(ymax
s
1

Q
jT

                  (2.16)      

 

เม่ือ QT = คาสถิติ R/S , ∑ ==
T

1i i
y1/Ty , และ ∑

=
−=

T

1i

2

i
)y(y1/T

T
s    ถา yt  เปน i.i.d  

(independent identically distributed)  ซ่ึงตัวแปรเชิงสุมแบบปกตินั้นคือ 

                                 VQ
T

1
T

⇒  
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เม่ือ ⇒ ใหเปน weak convergence และ V  คือ Brownian bridge ในชวงหนึ่งหนวย  Lo(1991) ได
คิดวิธีควันไทลท่ีจะเลือกคาของ V      
                     Lo ไดช้ีใหเหน็วา สถิติ R/S ใชไมไดกับ short rang dependence โดยเฉพาะถา ty  มีอัต
สหสัมพันธ(หรือมี short memory)  แลวนัน้  การจํากดัการกระจายของ TQ  / T  คือ V ท่ีถูกวัดคา
โดยรากท่ีสองของความแปรปรวนในระยะยาวของ ty     เพื่อใหมี short rang dependence ใน ty    
Lo  จึงไดปรับปรุงสูตรสถิติ R/S  ดังนี ้

 

                      ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∑ ∑ −−−=
= =≤≤≤≤

k

1j

k

1j jTk1jTk1
T )y(ymin)y(ymax(q)

1
Q

Tσ̂
~                 (2.17)             

 
เม่ือคาเบ่ียงเบนมาตรฐานของตัวอยางไดถูกเปล่ียนไปเปนโดยรากท่ีสองของการประมาณคาแบบ 
Newey-West ของความแปรปรวนในระยะยาวดวย bandwidth 2q    และ Lo  แสดงใหเห็นวาถามี  
short memory  แตไมมี long memory  ใน

t
y    แลว 

T
Q~  ยังลูเขาสูคา V  ซ่ึงเปนชวงสูงสุดตํ่าสุดของ  

Brownian bridge 
   2) การทดสอบโดยใชวิธี GPH  Test 
       Geweke and Porter (1983) ไดเสนอวิธี semi-nonparametric ไว เพื่อประมาณคา 

fractional differencing parameter (d) โดยตองใชการแสดงใหเห็นถึง    fractionally  integrated  

process   ของอนุกรมเวลา    long memory     ดังสมการ  
tt

u)(yL)(1 d
=−− μ     เพื่อเปนการ

ทดสอบ   long memory  โดยเฉพาะ  spectral density ของ  fractionally  integrated  process  ถูก
กําหนดโดยฟงกชัน 

                          )(f)]([4sin)f(
u

d
2

2
ωωω

−
=                                       (2.18a)                         

 
เม่ือ ω  คือ Fourier frequency  และ )(fu ω  คือ spectral density ท่ีมีลักษณะเชนเดยีวกันกับ tu   
แลว spectral density estimator  คํานวณไดจาก 
 

                                                   ( )
2

λ ∑
=

=
N

1ji,

λ
j

ijeX
2

1
I

Nπ
                         (2.18b)                     
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เม่ือ λ   คือ  ความถ่ี , N คือ จํานวนของแตละเทอมในอนุกรม ,  Xj  คือ ขอมูล , ( )λI  คือ spectral 
density estimator ซ่ึงเปน periodogram ของคาสังเกตุท่ีความถ่ีλ  โดยอนุกรม long range 

dependence ควรมี periodogram ซ่ึงเปนสัดสวนกับ 
2H1λ −

  เม่ือเขาใกลจุดกําเนิด  ดงันั้นการ

ถดถอยของ  logarithm ของ periodogram ใน logarithm ของความถ่ี ( )λ   ควรใหคาสัมประสิทธ์ิ 1-
2H    ซ่ึงเปนการประมาณคา H    สังเกตไดวาพารามิเตอร d ( fractional difference parameter ) 
สามารถประมาณไดโดยการถดถอยดังนี ้
 

                                                j
j2

j
e)]

2
(ln[4sind )f(ln +−=
ω

βω                               (2.19)         

 
สําหรับ  j = 1,…,nf(T)   Geweke and Porter  ดังท่ีแสดงใหเห็น โดยการใชการประมาณแบบ 
periodogram ของ )f( jω      ใชการประมาณแบบกําลังสองนอยท่ีสุดประมาณคาของ d̂  โดยการใช

การถดถอยดังแสดงไวขางตนท่ีถูกกระจายอยางเปนปกติใน large sample  ถา αT(T)n f =  โดยท่ี 
10 << α    

                                                                                          )
)Un (U6

N(d,~d̂ 2f1j j

π 2

−∑ =

 

  เม่ือ   

                  )]
2

(ln[4sinU j2

j

ω
=  

และ 
_
U  คือ คาเฉล่ียตัวอยางของ jU , fn1,...,j=  ภายใตสมมุติฐานวาง คือ ไมมี long memory 

0d =  , t-statistic  คือ  
                                                                        
                                                 (2.20)        
 
ขอจํากัด คือ   ใหเปนการกระจายแบบปกติมาตรฐาน 
 
        2.2.2 การประมาณคา Long  Memory Parameter 

      การประมาณคา long memory parameter  โดยการใช R/S statistic  และ วิธีการท่ีอยูบน
พื้นฐานของ periodogram  เพื่อทดสอบ long memory  ของอนุกรมเวลา     Cheung (1993)  ไดทํา
การเปรียบเทียบดวยวิธี Monte Carlo จากการทดสอบตาง ๆ   ทําใหไดการประมาณของ long 

1/2-

fn 1j
2 

0d
)

)U(U
.(

j

2

6
t d

∑ −
=

=
=

π
ˆ
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memory parameter  H หรือ d    การทดสอบ GPH  จะสรางการประมาณคา d  โดยอัตโนมัติ   ซ่ึง 
R/S Statistic  ยังสามารถประมาณคาของสัมประสิทธ์ิ Hurst (H)  ได และจะแสดงถึงวิธีการ การ
ประมาณ long memory parameter ดวย periodogram  method  อีกท้ัง fractional difference 
parameter หรือคา d   ยังสามารถประมาณคาไดโดยการใชแบบจําลอง FARIMA( )q,d,p    ซ่ึง
ประกอบไปดวยวิธีตางๆ ดังนี้ 
                 1)  การวิเคราะห R/S Statistic 

                การทดสอบทางสถิติของ long memory   ดวยวิธี Modified R/S Statistic นั้นเม่ือไมมี 

long memory ในอนุกรมเวลาท่ี stationary   จะทําให R/S statistic ลูเขาสูตัวแปรสุมท่ีอัตรา 2/1T    
อยางไรก็ตาม เม่ือกระบวนการ stationary  แลว ty  มี long memory  นั้น Modified  R/S Statistic ลู

เขาสูตัวแปรสุมท่ีอัตรา HT   เม่ือ H คือ สัมประสิทธ์ิของ Hurst      
               อันดบัแรกตองคํานวณ Modified R/S statistic เพื่อประมาณ long memory 

parameter (H)  โดยการใช 1k  หรือ คาสังเกตตางๆ ตามลําดับในตัวอยาง   เม่ือ 1k ควรใหญเพียงพอ  
จากน้ันเพิ่มจํานวนของคาสังเกตโดย factor ของ f  ซ่ึงเปนการคํานวณ R/S statistic โดยการใช 

1ii fkk −=  คาสังเกตตางๆ ตามลําดับ  สําหรับ s,...,2i =     สังเกตไดวาเพื่อใหไดคา Modified R/S 
statistic ในคา ik หรือ คาสังเกตตาง ๆ ตามลําดับ  คา k หนึ่งคาสามารถแบงสวนตัวอยางภายใน 

[ ]i/ kT  ได และทําใหไดคาผลตาง[ ]i/ kT    เม่ือ [ ].  แสดงใหเห็นถึงสวนของตัวเลขจํานวนเต็มทาง
คณิตศาสตรของจํานวนจริง  ท่ีเห็นไดชัดเจนคือ ยิ่งมีคา ik ท่ีใหญข้ึนกจ็ะยิ่งมีคา [ ]i/ kT  ท่ีนอยลง
เทานั้น  
 2) Periodogram Method  
                      ในสวนของการทดสอบทางสถิติสําหรับ long memory แสดงใหเห็นถึงกระบวนการ 
long memory   เนื่องจากการคํานวณ  spectral density estimator   แสดงดังสมการ 

( )
2

λλ ∑
=

=
N

1ji,
j

ijeX
N2

1
I

π
 

เม่ือ λ   คือ  ความถ่ี , N คือ จํานวนของแตละเทอมในอนุกรม ,  Xj  คือ ขอมูล , ( )λI  คือ spectral 
density estimator    

                       เม่ือ spectral density เขาใกล H21
fC −ω   แลวความถ่ี ω เขาใกลศูนย   เนื่องจาก 

spectral density สามารถประมาณโดย periodogram   ซ่ึง log-log plot ของ periodogram 
เปรียบเทียบกบัความถ่ี  ควรกระจายแถว ๆ เสนตรงดวยความชัน 1-2H  สําหรับความถ่ีท่ีเขาใกล
ศูนย  วิธีการนีส้ามารถนําไปใชเพื่อใหไดคาประมาณของ long memory parameter  (H)   
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2.3 ผลงานวิจัยท่ีเก่ียวของ 
 
       Baillie , Chung and Tieslau (1996) ศึกษาหัวขอเร่ือง Analyzing Inflation by the 
Fractionally Integrated ARFIMA-GARCH Model   เปนการศึกษาการประยุกตใช  long- 
memory process เพื่ออธิบายภาวะเงินเฟอ 10 ประเทศ  มีการใชเคร่ืองมือใหมเพื่อใหไดการ
ประมาณคา maximum likelihood จากการประมาณคาของ ARFIMA-GARCH process ซ่ึงเปน
กระบวนการทีร่วมสวนยอย(I(d)) ดวยสวนประกอบ ARMA ท่ีนิ่งโดยการเพ่ิมเติมในคาเฉล่ียท่ีเปน
เง่ือนไขของกระบวนการ   มากกวานัน้ long memory process นี้   ตองการยอมใหมี 
heteroscedasticity  ท่ีเปนเง่ือนแบบ GARCH   ในการวเิคราะหภาวะเงินเงินเฟอ post-World War II 
CPI ในแตละเดือน  สําหรับ 10 ประเทศ   จากการศกึษาไดพบหลักฐานของ long memory ท่ีมี
พฤติกรรมการเปล่ียนกลับของคาเฉล่ียในทุกประเทศยกเวนประเทศญ่ีปุนซ่ึงปรากฏวามีความนิ่ง  
สําหรับเศรษฐกิจภาวะเงินเฟอสูง  
 
       Hauser (1998)  ศ ึกษาหวัขอเร่ือง Maximum likelihood estimators for ARMA and 
ARFIMA models โดยการศึกษาจากการจําลองเหตุการณคุณสมบัติของตัวประมาณคา time 
domain 2 ตัว และ frequency domain  2 ตัว สําหรับ autoregressive fractionally integrated moving-
average Gaussian models (ARFIMA(p,d,q))   ตัวประมาณคาท่ีนํามาพิจารณาคือ maximum 
likelihood  ท่ีแทจริง  สําหรับขอมูลท่ีมีลักษณะเกี่ยวเน่ืองกับ modified profile likelihood(MPL) 
และตัวประมาณคา  Whittle ท้ังท่ีมี(WLT) และไมมี tapered data (WL) ความยาวของอนุกรมคือ
ขอมูล 100 ตัว  ตัวประมาณคาจะถูกเปรียบเทียบในเทอมของ pile-up effect , mean square error , 
bias , และ empirical confidence level   เวอรชันท่ีได taper แลวของ whittle likelihood  ทําให
กลายเปนตัวประมาณคาท่ีเช่ือถือไดสําหรับแบบจําลอง ARMA  และ ARFIMA    ขอเสียเล็กนอย
ของแบบจําลองท่ีใชปฏิบัติการในกรณีของแบบจําลองท่ีแสดงคุณสมบัติท่ีดีคือการตองถูกชดเชย
อยางเพียงพอในแบบจําลองท่ีสรางไดยากกวา   MPL เปนทางเลือกสําหรับ WLT  แตเปนความ
ตองการคํานวณมากกวา  ซ่ึงถาไมเทียบเทาไดกับ EML  ก็เปนท่ีนยิมมากกวา EML  โดยเฉพาะอยาง
ยิ่ง สําหรับ fractionally integrated models นั้น EML จะเปนสวนสําคัญไดอยางชัดเจน    WL มี
ความขาดแคลนเปนอยางมากสําหรับขอบเขตของพารามิเตอรท่ีมีขนาดใหญ  และดังนั้นจึงไม
สามารถไดรับการสนับสนุนไดโดยท่ัวไป  ในทางอ่ืน EML ควรถูกใชเพยีงแคสําหรับ fractionally  
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integrated models เนื่องจากศักยภาพของ EML ความเอนเอียงในเชิงลบขนาดใหญของ  fractional  
integration  parameter    โดยท่ัวไป EML ควรดําเนนิไปดวยความรอบคอบสําหรับแบบจําลอง 
ARMA(1,1)  ดวยการยกเลิกรากเกือบท้ังหมด  ในกรณีของ EML และ  MPL  สําหรับการอนุมาน
ในจํานวนใกลเคียงของราก MA ดวย +1   
    
      Martin and Wilkins (1998)  ศึกษาหัวขอเร่ือง Indirect estimation of ARFIMA and 
VARFIMA models   โดยวิธีการประมาณคาทางออมไดนํามาเสนอสําหรับการประมาณคา 
ARFIMA  เชนเดียวกับแบบจําลอง VARFIMA ท่ีซับซอนมากกวา  เคาโครงโดยท่ัวไปสําหรับการ
ประมาณคาโดยทางออมของ fractional model ไดรับการพัฒนาครอบคลุมวิธีการจําลองเหตุการณ   
ทางเลือกของ auxiliary model   และการประมาณคา algorithm     โดยความสนใจพิเศษคือการเพ่ือ
เปรียบเทียบ finite sampling properties ของตัวประมาณคาทางออมดวยตัวประมาณคา 
Sowell’s(1992a) exact time domain maximum likelihood  กับ  ตัวประมาณคา spectral maximum-
likelihood ของตัวประมาณคา Fox and Taqqu(1986) and Geweke and Porter(1983) spectral 
regression    ตัวประมาณคาทางออมสามารถคํานวณไดอยางรวดเร็วกวาตัวประมาณคา exact time 
domain maximum likelihood  ในขณะท่ีคุณสมบัติตัวอยางขนาดเล็กท่ีดูเหมือนคลายกันไดเกิดข้ึน  
ผลไดจากการคํานวณของตัวประมาณคาโดยทางออมเทียบกับการเพิ่ม maximum likelihood  
ดังเชนความซับซอนของการเพ่ิมกระบวนการการเกิดของขอมูล 
 
      Reisen  and Lopes (1999)   ศึกษาหัวขอเร่ือง  Some simulations and applications of 
forecasting long-memory time series models โดยการพยากรณดวยแบบจําลอง ARFIMA(p,d,q) 
และ ARIMA(p,d,q) จากการจําลองเหตุการณซ่ึงเทคนิคของการพยากรณของแบบจําลอง 
ARIMA(p,d,q) ท้ังยังสามารถนําไปใชเม่ือ d เปน fractional  นั่นคือ สําหรับแบบจําลอง   
ARFIMA(p,d,q)    และยังไดทําการศึกษาเพ่ือเปรียบเทียบตัวประมาณคาสองตัวของ d  ท่ีไดมาดวย
วิธีการถดถอย   ซ่ึงทดสอบสมมุติฐานเพ่ือตัดสินวาอนกุรมน้ันๆ มีคุณสมบัติ long memory หรือไม
และไดนําไปเปรียบเทียบบนพ้ืนฐานของ k-step ahead forecast errors  ของคา d    ไดนําคุณสมบัติ
ใดๆ  ของ   long-memory models ไปตรวจสอบโดยการใชเซตของขอมูลท่ีแทจริง 
 
      Reisen, Jensen, and Francisco (2003)   ศึกษาหัวขอเร่ือง Long memory inflationary 
dynamics : the case of Brazil  เร่ืองการมี long memory ในพลวตัรการเกิดเงินเฟอกรณีศึกษา
ประเทศบราซิล   เนื่องจากมีขอถกเถียงในเรื่องการมี unit root ในพลวตัรการเกิดเงินเฟอ ท่ีไดแสดง
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ภาวะความเฉ่ือยบางอยาง   ตามความจริงแลว Cati , et al (วรสาร Applied Econometrics 1999) ได
พบวาพลวตัรการเกิดเงินเฟอในประเทศบราซิลใกลท่ีจะมีความเฉ่ือยอยางเต็มท่ีแลว   การศึกษาใน
คร้ังนี้ไดประมาณ fractional  differencing parameter  โดยการใชขอจาํกัดของ ARFIMA สําหรับ
อัตราเงินเฟอในประเทศบราซิลและผลลัพธท่ีไดนั้นคือ พลวัตรการเกิดเงินเฟอถูกสรางแบบจําลอง
โดย long memory process  ไดดกีวากลไก unit  root    ดังนั้นจึงมีความหมายโดยนัยวาไมมีความ
เฉ่ือยในเงินเฟอ   ตรงกันขามกับส่ิงท่ีไดเคยพบโดยนกัวิจยัทานอ่ืน  อีกท้ังการศึกษาในคร้ังนี้ได
คนพบวาการประมาณของ fractional parameter  ไดคงท่ีในการทําผลตางคร้ังแรก( first difference) 
 
      Doornik and Ooms (2004)  ศึกษาหัวขอเร่ือง Inference and forecasting for ARFIMA 
models with an application to US and UK inflation     เปนการศึกษาลักษณะท่ีใชไดจริงของ 
likelihood-based inference และ เกี่ยวกับการพยากรณของอนุกรมดวย long memory  ท่ีไดนํามา
พิจารณา  ซ่ึงใชแบบจําลอง ARFIMA(p,d,q) เปนตัวทดสอบดวยตัวถดถอยท่ีไดกําหนดไว 
(deterministic regressor)   ลักษณะการสุมตัวอยางมีวิธีนํามาเปรียบเทียบกัน คือ วิธี  approximate 
method และ  exact  first-order  asymptotic  method    การวิเคราะหไดขยายออกไปถึงใชการ
วิเคราะหแบบ  modified profile likelihood  ซ่ึงเปนวิธี higher-order asymptotic ไดนําเสนอโดย 
Cox and Reid (1987)     ความสัมพันธของผลตางระหวาง วิธีการนั้นไดถูกทดสอบดวยแบบจําลอง
ตาง ๆ และการพยากรณตางๆของเงินเฟอราคาผูบริโภคหลักรายเดือนในประเทศสหรัฐอเมริกาและ
เงินเฟอราคาผูบริโภคท้ังหมดในประเทศอังกฤษ  
 
      Tsay (2008)  ศึกษาหวัขอเร่ือง Analyzing Inflation by the ARFIMA Model with Markov-
Switching Fractional   Differencing Parameter   เปนการศึกษาโดยการใชแบบจาํลอง ARFIMA  
ซ่ึงไดสรางมาจาก Markov-switching fractional differencing parameter  จากการศึกษาไดพบวา  
การเกิด shock จากราคานํ้ามันมีความสําคัญโดยมีผลตอการเปล่ียนแปลงรูปแบบเสนทางความผัน
ผวนของเงินเฟอประเทศสหรัฐอเมริกา   การประมาณคายังใหผลลัพธท่ีสนับสนุนท่ีวาเงินเฟอ
สหรัฐฯ มี mean-reverting long memory 
 


